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Soient p un entier premier impair, F un corps de nombres, E la pro-p-extension 
abklienne p-ramilike maximale de F, Y la L,-torsion de Gal(p/F) et F le com- 
positum des h,-extensions de F. On donne ici une mkthode permettant le calcul de 
3 dk que I’on connait les groupes des unitis et des classes d’idtaux de F. Si de plus 
F contient les racines pikmes de 1, soit xc F”/Fxr tel que F( 4x)/F soit I’extension 
d’exposant p maximale contenue dans F; la d&termination de x se dkduit de .T par 
orthogonalitk. Les corps Q(( - 3)“‘. d”‘) sont ktudiks en d&tail et pour IdI < 200, on 
trouvera un tableau des gtnkrateurs de .T et x en tin d’exposk. ‘(‘1 1988 Academx 
Press, Inc 
0. INTRODUCTION 
Soient p un entier premier impair, F un corps de nombres, fi la pro-p- 
extension abklienne p-ramifike maximale de F, 5 la Z,-torsion de Gal($/F) 
et p le corps laissk lixe par T, i.e. le compositum des Z,-extensions de F. 
La d&termination de .T est un problkme essentiel de la thtorie d’Iwasawa, 
car sa structure est intimement reliie aux propriktts de la fonction &a 
p-adique de F (quand celle-ci est dtlinie). En outre, si F contient le 
groupe pLp des racines pikmes de l’unitk, la connaissance de T/rp permet, 
par orthogonalitk, de dkterminer le premier ttage L de l’extension F/F 
(L = F(fi) pour un sous-groupe x de FX/FXP, orthogonal de S/fp dans 
la dualitt: de Kummer). 
Dans [3] et [4], G. Gras introduit un logarithme dklini sur Gal(p/F), 
dont le noyau est prkcistment T, calculable en principe, g partir des unit& 
et des classes d’idkaux de F (voir aussi J.-F. Jaulent [lo]). 
On se propose, ici, d’exposer une mtthode diffkrente de calcul de .T 
(d&pendant, l$ encore, de la connaissance des unit&s et des classes d’idiaux 
de F) et de I’illustrer par l’exemple des corps F= Q(p,, d”‘), p = 3, 
IdI < 200, pour iesquels ces groupes 5 et x sont explicitement dtcrits par 
un systkme (libre) de gkntrateurs. Ceci complkte, en particulier, un article 
de K. Kramer et A. Candiotti [ 131 dans lequel x est calculk, sauf pour cinq 
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valeurs de n ( - 107, 67, 103. 106, 139) ces cinq cas Ctant precisement ceux 
06 .T- (le sow-groupe de .Y- form& des elements inverses par la 
conjugaison complexe) ne se reduit pas a l’image des racines locales de 
l’unite, autrement dit, dans les notations du 911, ou existe une obstruction 
globale au probleme de plongement dans les Z,-extensions: T,: # ( I ) [ces 
corps F veriliant la conjecture de Leopoldt pour 3, on a 21 = (< mod F” > 
ou (0 = F~; le calcul de x se reduit done a celui de 7 + et par 
orthogonalite, a celui de .F 1. 
Ce travail a ete realise sous la direction de T. Nguyen Quang Do que je 
voudrais remercier, ici, de l’aide reguliere qu‘il m’a apportee. 
Notations. 0~ et Z sont le corps des rationnels et son anneau d’entiers, 
F est un corps de nombres (i.e. une extension finie de Q) et Y, , r2 ses nom- 
bres de places reelles et complexes. Soient o dans l’ensemble P des places 
de F, et 1 premier dans Z; on notera Q, et L, les I-completions de Q et Z 
respectivement, F, le complete en r de F, U, le groupe de ses unites, 
Ul.” = (.Y E C’,., U(S - 1 ) 3 i). Soient S, = [ 0 E P, ~7 1p) et P, = (places 
inlinies); S designera toujours un ensemble lini de places finks de F, 
contenant S,, et stable par la conjugaison complexe T si F est un corps CM. 
De facon g&t&ale, soient n quelconque et 1 premier dans Z; si H est un 
groupe abelien de torsion, on designera par H,, et H(I) les sous-groupes 
d’exposant 11 et I-primaire de H. Si H est d’exposant 1 (exp H = I), on note 
dim H sa iZ/I L-dimension. Si M est un Z,-module de type lini, on note 
rgg, M=dim,, A4 O/, Q,. Si dans un groupe quelconque H, on passe 
au quotient suivant un sous-groupe distingut bien determine, on designe 
simplement par S la classe d’un element s de H. Pour un ensemble E. IEl 
disigne son cardinal. 
On designe par U, Us. A, A” les groupes multiplicatifs des unites, 
S-unites ( (.YIzF’, r!(x)=0 V’r$SuP , )), classes d’ideaux et S-classes 
d’ideauxde F(AS=A/(+~,‘$~S)). 0 n notera w un generateur du groupe 
p(F) des racines de 1 d’ordre une puissance de p dans U. Soit J,- le groupe 
des ideles de F (s’il n’y a pas d’ambiguitt sur le corps de reference, on 
omettra l’indice F) et C,. = J/F *; si Tc P, on note (s,., J,,.) l’idele de 
composantes .Y, en t: E T et ~3~ en 1: 4 T et J7 = { (k, u, ), u,. E’ U, 1. 
Soit p,s la pro-p-extension abelienne S-ramifiee maximale de F. Par le 
corps de classes, G, = G,(F) = Gal(w) s’identilie a Xs = pro-p( J/m), 
le pro-p-quotient maximal de J/JSF” (le trait horizontal designant 
l’adherence dans J); soit .F,‘= torZrA’F sa h,-torsion (pour S= S,, on 
omettra l’indice S). Comme dans l’introduction, F est le compositum des 
Z,-extensions de F et si F contient p,,. x est le sous-groupe de F”/F”” tel 
que F( fi)/F soit la sous-extension d’exposant p maximale contenue dans 
i? Localement, on notera p,, la pro-p-extension abelienne maximale de F,. 
et F, le compositum des Z,-extensions de F,.. 
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On designera par L(F, p) l’hypothese: “la conjecture de Leopoldt est 
vraie pour F et p”. 
Enfin, par ( ., . >,., on entendra les symboles locaux comme definis par 
Artin et Tate dans [l] (ce sont done les inverses de ceux de “Corps 
locaux” [20] ). 
I. RAPPELS SUR LA THBORIE DE KUMMER DES EXTENSIONS p-RAMIFI~ES 
On fait l’h.~pothPsr F 3 p r; cependant, (2) (8) et (I I ) sont valables en 
toute generalitt. 
Posons 
A!;” = (.K E F*, G(X) E p”.Z V’o 4 Su P, ) et l-l,“’ = (SE A:‘, .Y E F,Yz’ Vo E S) 
(les references a S ou rz seront omises si S = S, ou 17 = 1). 
Par la thtorie de Kummer, on a la dualite parfaite: 
G,/G;.x A.s/F’P + p,,. (1) 
Si X = (.K,,) E J/J”F” Jp (identifie a G,/Gg) et a E A,s, cette dualite s’ecrit: 
(3, a) = fl (s,., a),.. 
Par ailleurs on a pour tout n, saris l’hypothese FI p,,, le diagramme 
commutatif exact: 
et les suites exactes: 
-- ,-(“)/FXP” 2 A s / /p’ 
Pour II = 1, on diduit de (2): 
dim G,s/Gg=dim As/Fxp=dim A:+ ISI +r2 
dim 5~‘/(S”)p d dim At + 15’ - 1 
et I’igalite est equivalente a L(F, p). 
(3) 
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De m&me 
Ts/FXP et A”/(,4 “)” sont duaux et done de m&me dimension (4) 
dimX3 1 +r, (l’egalite equivaut a L(F, p)). (5) 
Cas plus particulier oti F est un corps CM 
Notons tout d’abord que, p Ctant different de 2, nous avons: 
A(F)(p)+ = A(F+ )(P) (6) 
(c’est l’application du resultat bien connu suivant: si L/K est une extension 
galoisienne de groupe de Galois G d’ordre premier B p, on a A(L)(p)” = 
A(K)(p) (cf., par exemple, Iwasawa [S])). 
La dualite (1 ) admet la decomposition suivante: 
(G,/G;) x (As/Fx”)+ - pLp 
(dualites parfaites ) 
(G,/G$)+ x (A,/FxP) BP/,. 
Du fait de I’isomorphisme (U,JU$) + 1 UC, /( U.c+)!‘, on en deduit: 
dim(G,Y/G<) =dim(A,T/F”P)+ =dim(Az)+ + IS’\ +rz- 1 
dim(G,/Gg)+ =dim(As/FxP)) =dim(A”)) + /SI - IS+/ + 1. 
(7) 
De meme, par application de la suite exacte du corps de classes (indt- 
pendante de l’hypothese F 3 11,): 
1 - n U:.“/O, - G - A(p)- 1 (8) 
dP 
(ou n, est I’adhtrence de U, = {XE U, u(-X- l)>OVuIp) dans nclp Ui.“) 
et sachant que F(&)/F est le premier etage de la Z,-extension cyclotomi- 
que de F, on obtient 
dim x+ =r@ =rz 
(9) 
x .x (co) mod FxP (et l’egalite equivaut a L(F, p)). 
On en tire 
dim(Y.‘/(s”)P)- = dim(At)+ + IS+ I- 1 
dim(.Ts/(rs)P)+ 6 dim(Af) + IS/ - IS+ I 
(I’tgalite est tquivalente a L(F, p)). 
(10) 
Soit W l’image de nl,,P p(F,) dans .T. (8) induit alors les suites exactes, 
independantes de I’hypothbe F 3 pp : 
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1 -- w- - Y- s A(p) 
l- [(; UI”)“L’:] (p)--+ F-+ z A(p)+. (11) 
Compte tenu de l’isomorphisme G(F+) N G+ et sous l’hypothese L(F, p), 
on voit que,f+ est surjective si et seulement si F(&)/F est ramifiee (o la 
Z,-extension de F+ est disjointe de la p-extension non ramiliee maximale 
de F+ ). M&me dans ce cas, il ne semble pas evident, a priori, de relever 
A(p)+ dans Y+; ce sera l’un des inter& de la prop. II.1 ci-apres, que 
d’expliciter le principe dun tel relevement. 
Remarque. Si F= Q(p,) et S = S, (en particulier, on a AS = A), on tire: 
(i) le resultat bien connu de Kummer: p ) iA+\ jp 1 IA- I (par lo- 
et 1 1 - ). 
(ii) .Y ~ = ( 1) o la conjecture de Vandiver est vraie pour p (i.e. 
P:, IA+lL 
(iii) F+ =(l)opestregulier (i.e.pjlA- I). 
En particulier, p est irregulier si et seulement si on peut trouver une exten- 
sion K de a(~~)‘, p-ramifiee, cyclique d’ordre p et distincte de Q(P~z)+. 
C’est la proposition 10.13 de [22], oh la demonstration est differente. 
II. M~THODE GI~N~RALE DE CALCUL DE .F 
Rappelons que S est toujours un ensemble lini de places linies de F, 
contenant S,, et stable par la conjugaison complexe t si F est un corps 
CM. 
Le resultat suivant fournit une methode de calcul de 9 sit& que les 
unites et les classes d’ideaux de F sont connues (car @‘/FxP” se determine 
alors par (2)I). 
Lorsque F verilie la conjecture de Leopoldt pour p (en abrtge L(F, p)), 
cette suite exacte avait ete etablie pour n = 1 et F=, p(p, par Kramer et 
Candiotti [ 131 et gentraliste, via la suite exacte longue de Poitou et Tate, 
par Nguyen Quang Do [17]. C’est sa demarche que l’on reprend ici. 
Notons que J. -F. Jaulent a obtenu des resultats analogues par d’autres 
methodes (voir [ 111) 
PROPOSITION 11.1. (1) Soit S tel que A’(p)= (1); on a (lees suites 
exactes (Vn E W ): 
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oti ker 1: se dktermine comme image surjective de rF’/F xp” ( 0, dksigne la 
fermeture de U,s dans n,, s F,? ). 
(2) S et n > 1 Ptant don& (quelconques), L(F, p) kquivaut b lexac- 
titude de la suite 
1 - P,JF) d ---, ,;#+ r$+C’“““- 1 
oti, si I = (xpn, u,,xC”) est un Plkment de l-i,“‘, on a g,“((x,)) = .U. 
De’monstr~tion. (1) Par le corps de classes, on a la suite exacte: 
Du fait de l’hypothese sur S, on en diduit le diagramme commutatif exact 
(la premiere ligne provenant du lemme du serpent et I’isomorphisme 
I-l,“‘/F”P” cz ker 1,: provenant de (2)I): 
s -% fl F,x IF,: P” ~s~,,4F,.)---r ;‘,-/s~~n/c,;‘ 
ker 1: U,/U$ ii 
ry’/F xp” 2: ker 1: 
On determine ainsi ker ;if puis .8” ,,n pour tout n, done finalement f-‘. 
(2) Soit T= S u P,, la reunion de S et des places infinies de F, et (5 r 
le groupe de Galois de l’extension T-ramiliee maximale F, de F, la suite 
exacte longue de Poitou et Tate, appliquee a ,u,,“, s’ecrit [6, 171: 
1 - ~~0’) - Jj P,~(F,,) - H’(6,, Z/p”Z)* - ker&(p,,) - 1 
1’ F s 
oti ( )* designe le dual de Pontrjagin. 
Or, on sait que ker:(p(,,) -Y rl,“‘/F”“’ ([14 prop. 7.61 ou [6, p. 631) et 
d’autre part, une des formulations de L(F, p) est: H*(8,, QJZ,) = 0 
[6, p. 62; 16, prop. 121, ce qui equivaut a l’injectivite de la multiplication 
par p (ou p”) dans H2(8 r, Q,,/Z,,), puisque les groupes de cohomologie 
galoisienne sont de torsion, ou encore a H’(CCi,, Z/pZ)* - Ff (resp. 
W*(8,, Z/p”Z)* 2 Ff”), compte tenu de la cohomologie appliquee a la 
suite exacte: 0 -+ Z/p?? -b Qpp/Z, + /‘” Q,,/Z, 4 0 et de l’egalite 
Gs= GT= H’(GT, Cl,,/&,)*. 1 
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Remarque (interpretation galoisienne). Dand les notations de [ 171, soit 
F,, le compositum des p-extensions de F infiniment plongeables, c’est a dire 
qui se plongent dans des p-extensions cycliques sur F, de degre arbitraire- 
ment grand (c’est la p-extension hilbertienne maximale de F, dans les nota- 
tions de [ 111) et soit T, la Z,-torsion de son groupe de Galois sur F. En 
vertu du thtoreme 6 p. 106 de Artin et Tate [ 11: 
Si M/F est une extension cyclique de degre p” (de corps de nom- 
bres), on a l’equivalence: M/F se plonge dans une surextension 
cyclique sur F et de degrt pm sur M si et seulement si on a 
p,,,,( F,.) c NM%/,, M,” pour toute place v de F et w  ID dans M. 
On voit que F,, est p-ramifiee (car si ujp, le groupe d’inertie de Gal(FJF,.) 
est p(F,.)) et on en dtduit la suite exacte de groupes de Galois: 
1 __t Ws- Ys- T,- 1 vs 
ou W” dtsigne l’image de n, ,u(F,,) dans .Y’. 
Dans le cas L(F, p), la proposition donne 
W’z(vp(F,.))/p(F) et TI;=f$‘)/FXpn pourntelquep”3expY’. 
D’autre part, independamment de L(F, p), le corps de classes et les 
proprittes de fonctorialite de l’application de rtciprocitt (voir, par exemple 
la proposition 11.2.7 de [ 151) nous assurent qu’une p-extension M/F, cycli- 
que et p-ramifiee, se plonge dans une Z,-extension si et seulement si on a 
. =TF = N,w,d’~ 3 ce qui se traduit par une condition locale portant sur 
n p( F,) (veriliee si M/F est inliniment plongeable) et une condition globale 
portant sur T, qui joue ainsi un role d’obstruction globale au probleme de 
plongement dans les Z,-extensions. 
COROLLAIRE II.1 (Raffinement pour les corps CM). Si F est CM, la 
restriction aux composantes imaginaires nous donne, saris L(F, p) et pour S 
et n > 1 quelconques, la suite exacte: 
DPmonstration: Compte tenu de ce que la conjugaison complexe 7, 
agissant sur les groupes de cohomologie considerb, fait de la suite exacte 
de Poitou et Tate, une suite exacte de (z)-modules, il suflit de voir, 
comme dans la demonstration de la proposition, que H2(8,, QJZ,)) est 
toujours nul. Comme F&)/F est p-ramifiee, il suffit m&me de le verifier 
avec F(p,,) pour corps de base car, si 05 T( F(pLp)) designe le groupe de 
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Galois de F,/F(p,), [B,: cS,(F(pp))] ttant premier a p, l’homomorphisme 
de restriction de H”(Q,, 0,/Z,) dans H2(0,(F(pp)), 0,/Z,) est injectif. 11 
s&it aussi de le verifier pour S (ou 7’) assez grand: si T 3 T’, l’inflation de 
H2(Q,,, Q,/Z,) dans H2(6,, QJZ,) est injective, car le debut (en dimen- 
sion 1) de la suite exacte d’inflation-restriction est le dualise (de Pontrjagin) 
de la suite exacte de groupes compacts: 
1 -+ Gal(F,/F,,) - Q,- @,,-----f 1. 
Or pour F= F(y,) et S tel que (A:)- = (1) l’exactitude de (*) (et done la 
nullite de H’(B,, Qp/Zp) ) resulte de la comparaison du (1) de la 
proposition en “partie moins” avec (lo-)I: dim(Fz)- =dim(A;)+ + 
is+/-1. 1 
Compte tenu du corollaire et pour n’importe quels S et N, la conjecture 
L(F, p) est encore tquivalente a l’exactitude de la suite 
En particulier si F contient pp, on peut prendre S tel que A”(p) = (1); 
alors on a: 
COROLLAIRE 11.2. Si L(F, p) est vtkj%e, l’homomorphisme Ys -+ J A(p) 
de’fini en (1 l)I, se factorise par 9’ +R~ T$‘/FxP” -+$,s A(p), pour n tel que 
p” > exp Ys (t,b,” est drcfini en (2’)I). 
Si F est CM, c’est encore vrai pour les parties plus et moins (pour la 
partie mains, L(F, p) n’est pas nkcessaire). En outre si p”>exp Y--, 
$-. (r(d/f-P’) 
n . + A(p) est injectif: 
DPmonstration. La factorisation f’= $f :I gf resulte des definitions (et 
fournit un pro&de de relevement de Im f; dans Ss). 
Pour voir I’injectivite de $;, on applique le lemme du serpent au 
diagramme commutatif exact: 
COROLLAIRE 11.3. Soit S quelconque si L(F, p) est vPr@e, tel que 
As(p) = (1 ) sinon, et n tel que p” 3 exp n, p(FL)); I’PIkvation ci la puissance 
p induit une injection: r$‘lFx p” --+ rl,” + ’ ‘IF x p”i-’ (indkpendamment du choir 
de S). Si c’est aussi une surjection, on a exp Y-’ < p”. 
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D&monstration. Injectivite: soit x E r?) tel que xp = yp”” E Fxp”+‘; alors 
V ~@~~~~(F)nf~‘=(l) (car o~S*p”a(p(F,)I) et done XEF~““. 
D’autre part, on a le diagramme commutatif exact: 
(ou les deux fleches verticales de droite sont induites par l’eltvation a la 
puissance p et notees (. )“). Si l’on ne dispose pas de l’hypothese L(F, p), 
ker As et T$“/Fxpn sont isomorphes, par I’hypothese faite sur S. Si (.)” est 
surjecntive sur T$“/F x p” , elle l’est done encore sur ker 2,s et le risultat se 
deduit du diagramme ci-dessus. 
Dans le cas L(F, p), on raisonne sur la partie (2) de la proposition pour 
n et n + 1; on remarque en particulier que l’hypothese de surjectivite est 
necessairement realisee pour n assez grand. [ 
III. APPLICATIONS: LES CORPS F= Q(pJ,d”‘) 
Un tel corps F peut s’tcrire F= Q(p,, d”?) avec d premier ci 3; c’est ce 
que l’on supposera desormais. En particulier, les exemples numeriques 
porteront sur D = {do Z; ldl < 200, d sans facteur carre et premier a 3 }. 
Onfixe<=f(-l+JT) une racine 3ieme de 1 dans F. Le radical x de 
ces corps a ete calcule par Kramer et Candiotti [ 131 pour d appartenant 
a D\ ( - 107, 67, 103, 106, 139); la premiere partie de ce paragraphe 
(jusqu’a (bl ) inclus) constitue une reformulation de leurs rtsuitats. 
Par la theorie de Galois, F/Q contient trois sous-extensions distinctes 
et non triviales: F, = Q(P~), Ff la sous-extension totalement rtelle 
(F+ = Q(d”‘) si d>O; Ff = Q(( -3d)“‘) si d<O) et une troisieme sous- 
extension notee F-. On notera E l’unite fondamentale de F+; si 1 est un 
entier premier de 72, les ideaux premiers au dessus de f seront notes Fp, dans 
F (et u, la valuation associee), 63, dans F,, p, dans FP et /z, dans F+. 
On a tout d’abord (par (9)1 et sachant que g(F)= (i)): 
F/Q abelienne * L( F, 3) S- x ~ = (c). 
On a aussi (A = A F dbignant le groupe des classes d’ideaux de F) 
LEMME 111.1. A(3) 2: AF+(3)@AFm(3). 
Ce rtsultat est du a Scholz; pour sa demonstration, voir [22]. 
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LEMME 111.2. F($)IF est le premier itage de la translatee par F de la 
Z,-extension anticyclotomique de F,; d’oli 3 E I+. 
D&monstration: A, etant nul, ceci se deduit de I(8), ( 1) et (2). 
(A) Calcul de Y- et xi ; les dif&ents cas 
( 1) (A F) + = ( 1). (Dans D, seul d = - 107 ne verifie pas cette condi- 
tion.) On a: FP est cyclique, J “i = W- et (A/Fx3)+ _v U.;,/ULc,‘. 
(a) 3 non de’compos& dans F’ (i.e. IS: I = 1). 
S-=(l) et x’=(A/F”3)C=(3)x(E). 
(b) 3 d&omposP dans F+ (i.e. IS: 1 = 2). Avec nos conventions sur 
d, on a d>O, dr 1 (3). Soit jjfi;= (3) et m l’ordre de j3 dans A(F+); on 
sefixe y E F+ tel que (y) = fi;lr, r choisi premier a 3-en general, on prendra 
r = 1 mais il peut etre commode de s’autoriser d’autres valeurs, les y 
correspondants engendrant, de toute facon, le m&me groupe modulo Fx3. 
On a (A/F”“)’ = (3) x (E) x (77); FP = (X) (pour un idele X=(x,)) 7. 
contient W- (d’ordre 3); X+ = (3) x (6’~‘) pour i, je (0, 1, 2) tels que 
n,<.q, F’Y’),. = 1. 
(bl ) ‘J ou E f k 1 (+z;‘). Soit U, le groupe des unites de Q, ; apres 
identification de F”T a Q,, cette condition s’ecrit: y ou E $ 5-U\*’ = ( U3)3. 
Or on a 
LEMME 111.3. Soit F,, = Q,(i) et u E U, c F,,; on a 
(i, u>,,= 1 *uE(U3J3. 
En effet, soient l2 une racine 3ieme de i, K = F,(i2) et k = CIJi2 + 12 ’ ). 
Alors (U3)3~U3nN,,K”= f[U3nN,i~~KK”12~Nk,~,Uk=(U3)3 Oh 
U, designe le groupe des unites de k. 1 
On en deduit (<. y),, # 1 ou ([, E),,, # 1; d’ou 
Notons qu’on se trouve dans le cas (bl ) lorsque A? est trivial, puisque ceci 
implique qu’il existe au moins une place au dessus de 3 non decomposee 
dans F(&)/F et done que E n’appartient pas a nU13 U,‘. 
Remarque. - Quitte a clever y au carre, on peut supposer 9 1 N,+, epy; 
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alors, dans le cas (b), pour y = a + bd112, on a: y = 2a(+;‘) (voir [ 13, 
p. 1941). 
~ Si l’on a (A/A3)) 2i (AS3/(AS3)3)) (vrai par exemple si 3 ne se 
decompose pas dans FP et done dans le cas (b)) et si A: = (l), alors: 
[ 13, lemme 5.1 J. 
(b2) y et E = *1(/z;*). Par le lemme precedent, ceci equivaut a 
Comme y et E n’appartiennent pas simultanement a x+, on en deduit que 
F est d’ordre 3” 3 3’ et engendree par l’idele (x,), antecedent par 
gf(dtfinie dans la proposition 11.1) dun gentrateur x de [f ‘n)/FX3”] -: 
pour v (3, X, est une racine (3”)eme de XT, choisie arbitrairement (notte $) 
et pour v 11 (I premier, # 3), x,. = lr”(r)‘3”1. Notons que l’entier n, ci-dessus, 
se determine par le corollaire II.3 c’est le plus petit entier m b 2 tel que les 
groupes [P’)/Fx3”‘] - se stabilisent. On dispose aussi de la suite exacte I 
(11) qui en donne une majoration immediate. 
EXEMPLE. Dans D, seuls d= 67, 103, 106 et 139 sont dans ce cas; la 
situation est alors la suivante: 
A(3) =(v) d’ordre 3 (- IF -1 =9) oul= 
5 si d= 67 ou 103 
11 sid=106ou 139 
(/ se decompose totalement dans FP et est inerte dans F/F- ). A(F- ) (3) 
est de la forme (plp:p’;) (i,j~ (0, I>, 2 et 3 ramifies dans 
F-/Q)+~~E(F~)‘-‘, (r)=‘p:“-‘I; alors, on a 
(d/Fx3)- = ([) x (&+l’2’/F”32)~ = ([) x (~3)=+~‘2’/F”3Z)~ = (g’). 
D’oti F = (q, 6, ,!I, 1)) = ((,j$% v, /, ,!‘, 1)) pour i dam 1 
(1,2} tel que iitcFz,; ce qui Cquivaut a 1’5; f Ui,;’ en vertu du resultat 
suivant: 
LEMME 111.4. Soit v la valuation de CP,(&3d) oti d est premier ci 3; 
alors 
dz 1 (3)* [UL,“]‘= Ul”’ 
ds -1 (3)= [U:,“]3= U::‘. 
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DPmonstration. Immkdiate sur le dheloppement de (1 + a &%)-’ 
(a z 1 ou 2(3)) compte tenu de [ Ul,“]’ = ZJL4’ (car l’indice de ramification 
est 2). 1 
Ensuite on extrait une racine 3ikme .‘c3 de 1’5 dans U!,” (modulo Ufp’) de 
faGon g calculer X+ au moyen des symboles locaux. A ce propos, les for- 
mules donnant ces symboles [l] ntcessitent I’usage de la correspondance 
suivante: 
3 J3 = 213(A6), [E 13 + 14 J-z (1”). 
On notera aussi que, pour tout tlkment a de F+, on a: (1, a),,= (I- I, a){,;. 
Application numhique: d = 67 
E = 48842 + 5967 J67; #z-( = ( y ) oti y=8+@ (=-&?=16(‘$$)) 
P2P:=(cr)olia=7+J--201(~v/-201~3(~5)~~E -Jz(‘u,)) 
alors 5 = LX-’ = (-152+14jc-201)/250= 13+5fl(‘$;)+& 
1+ lSfl(V:) *-x3( = m dans F,,) s 1 +n3(‘$:) (ax; = 1 +2,13(‘$3i4)). 
On obtient: 
(x3,y),.3=p’ (x;,y)c;=l, (5,y),.,=i=(5 ‘~YL;==-G’i’)=i 
(13, E),., = 1=(x&&),;, (5,E),.,=12=(5-1,&),.;~(;f,&)=i. 
Conclusion: 
~~=<~~,~,~~;5;~~‘~1~) et x+=(3)x@). 
3 
Les trois autres cas se traitent de fagon analoguc; les rQultats sc trouvent 
en iin d’exposk. 
(2) (As,)+ Z(l). 
Dans ce cas, on a: dim(F-/F’)- = dim(AT)+ + IS: ( - 1 k 1. 
(a) 3 non dkompost dam F+. On a W- =(l), Y/I- ‘v (r(“)/FX3”)- 4 
A(3)- od 3”=expY-<expA(3)P, FPcycliqueo(As))+cyclique. 
Exemple numkrique: d= -107 (dernikre valeur de D non encore abor- 
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dee). A(F+)= (pz) et A(F-)= (p3) sont d’ordre 3 (p:=(y) oti 
1= $(l + JTiZ)+-JXV= 53(‘Q:‘)) => T- z (r/Fx3)- -A(3)- 
i‘d,+- = ([) x (y); y = 27(‘$;*) *3x, E F,3,, 
et 
x3 = l(‘u;), y  = (3x3j3; 
~zl(‘$J;~)&x;~Ff;, y=xi3. Done Y- = ((fi, 1)); enfin x+ est a 
determiner dans (A/Fx3)‘=(~)x(F)x(&,) iz ~=215+12,/% et 
rz=+(17+JZi), (a,)=fi:. 
Compte tenude (3,s),:,=c2et (3,a2),,=l,onobtient~+=(3)x(a2). 
(b) 3 dPcomposP duns Ft. Aucune valeur de D ne se trouve dans 
cette situation; on notera seulement que T- n’est pas cyclique et contient 
W d’ordre 3. 
Remarque 1. L’objectif de [13] Ctait le calcul de x et de 
X= ker[F”/Fx3 +cp (K2F)3] (ou cp(.u) est le symbole {l;, x}) dont on sait 
queX-=;(-=([)etdimX+= dim Xt = r2. A l’examen des differents cas 
ci-dessus, on voit que les cinq valeurs de d (- 107,67, 103, 106, 139) pour 
lesquelles la determination de X+ posait probleme, sont precisement celles 
oti Y ~ # WP, c’est a dire, pour reprendre la terminologie du $11, oti 
l’obstruction globale T; n’est pas triviale. Par ailleurs il est clair pour les 
autres valeurs de d, IdI < 200, que x+ = X+, car Y ~ = W- =z- X+ (z x + (les 
symboles locaux restreints a F”/Fx3 x F” /Fx3 se factorisent via K2 F). 
Notons que Greenberg [S], a donne une condition suflisante pour que 
K #X, vtrifiee par Q(p3, J67). 
Remarque 2. Dans le cas oti les symboles locaux sauvages conduisant 
a x ne peuvent plus se calculer dans Q3(pJ) (ce cas se presente si 3 est 
inerte dans FP ou F+ ), on aura recours aux formules de Shankar Sen 
c191. 
(B) Calcul de YT+ 
Le principe est invariable: on calcule (.(fl’/F”3n) + pour n = 1, 2... jusqu’a 
ce que ces groupes se stabilisent (voir le corollaire 11.3). Dans le cas le plus 
simple, i.e., quand A(3) + = ( 1) (dans D, seuls d = - 107, 79 et 142 ne 
verifient pas cette condition), on determine m maximal tel que E E nv,3 Ui 
et par la conjonction de I(2’+ ), du corollaire II.3 et de la proposition 11.1, 
on obtient (en convenant, aux places u 13, de noter ‘3 une racine 3” i&me 
de E choisie arbitrairement dans F,;t ): 
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si~(F~)=(1):F+=<(3~,l)) d’ordre 3” 
si p(F;)#(l):F+ = (($3 $-‘3 1)) x u3G33 1)) d’ordre 3” + ’ 
(i.e. Us ramiiite dans F+ et dkcomposte dans F ) 
Alternativement, si A( 3 ) + est trivial, (11 +) I nous fournit un 
isomorphisme conduisant au m&me rksultat (par le thkorkme de structure 
des modules de type fmi sur un anneau principal). 
On trouvera plus loin les valeurs de dE D et de l’entier m associt, dans 
les cas oti celui-ci n’est pas nul. 
TABLEAU DES GBNBRATEURS DE Y ET x POUR LES CORPS F=t&,$i), 
p= 3, dED = {HEZ; InI < 200, n SANS FACTEURS CARRh ET PREMIER A 3) 
Pour les notations, on se reportera aux $0, I et III; les listes L, renvoient 
2 la table ci-apres (et L,+ = {de Li, d> 0)). Les expressions $ apparais- 
sant dans l’tcriture de certains idkles, en certaines composantes u, dtsignent 
des racines 3” ikmes choisies arbitrairement dans F, (dans FJ, pour les 
gtnkrateurs de S’). Lorsque seule une composante u3 est utiliske, sans 
prkcision sur I’idCal (p3 associt, c’est que cette place est choisie arbitraire- 
ment (au dessus de 3). Rappelons aussi que x- = (C) (VdF Z). 
1. de D’= D\(- 107, 67, 103, 106, 139). 
Calcul de Y 
(a) Tp #(l)oF- = ((c, l))odEL:. 
(b) (F-#(l) et F+ z(;;)*(d=l42 ou dcLL,nL:) 
d= 142 (y = 13 + J142, (y) =&): 
.Y’=((e, l))d’ordre3 
d=79(E=80+9fi,Y=17+2fi,(y)=&): 
F+ = ((v, 1)) d’ordre9 
dE L, n L:\{79}: 
Y+=((e,l))d’ordre3”#1 
(c) F+ 3($ l)odEL,oY= ((i, I))=Y+ (cette dernitre 
kquivalence n’est pas vraie en gkntral: onLbeut trouver d hors de D, d < 0 
et d= 1 (3) tel que EEL et done $EF~+ (par exemple: d= -239)). 
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(d) (T- =(l), 5+ #(l) et Y/I+ z5([, 1)) (simultantment)o 
12 
(I+=((ql,l)) d’ordre 3”fl et T-=(~))~~EL,\L,. 
(e) Y=(l)od~L,. 
C&d de K + 
(a) 3 non dtcomposi: dans F+ (i.e. d$ L+): x+ = (3) x (E). 
(b) (3) = #3+Ii d ans F+(on fixe y tel que (y) = fi; oti n = ordre de h3 
dans A(F+)) 
-. 
dEL:\L,: ~+=(~)~(~~~)pourj~{O,1,2}telque(~,y~~),,==l (*) 
dEL:nL,. x+=(5)x(E). (**I 
2. de {- 107, 67, 103, 106, 139). 
d= -107 
y=;(l+&iF7),(1’)=p: I- = ((m)) d’ordre 3 
h 
a,=$(17+JK), (a,)=/; Y+=((m.m,Z.l))d’ordre9 
1’1 v; ix: 
x+ = (3) x (5,) 
d=67 
6=48842+5967&i .Tm = ((m, m, 5, 5Y’, 1)) d’ordre9 
r1 L, F5 L( 
(=a’-‘, a=7+JFiG, (a)=p:p2 
y=S+& (y)=/2) S+ = ((2.1)) d’ordre9 
x+=(3)x($) 
d= 103 
i: = 227528 -I- 22419 m 9- = ((m. m, 5, !-‘, 1)) d’ordre9 
P] t,; L> LI 
[=a’m’. a = 21+ JXG. (a)= p:p2p, 
)‘= 1o+JiG, (y)=j, 3+ = ((e. 1)) d’ordre 3 
x+ = (3) x (7) 
d= 106 
~=4005+389m .Y‘- = ((m, Ft, 11, lj-‘, 1)) d’ordre9 
D, I.; III c,, 
(=a’m*, a=6+5m,(a)=p:,p2p, 
y = 5 + JE, (y) = fi: .T+ = ((,j$, 1)) d’ordre 3 
1 
x’ = (3) x (2) 
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~=77563250+6578829$% .~~=((~.~,Il.ll~',l))d'ordre9 
11 "i L'II 1',, 
~=c('-z. r=87+&it.(r)=p:,p+ 
y=224+19$%,(;l)=p, .y+ = ((e, 1)) d’ordre3 
x+ = (3) x (2) 
APPENDICE: M~THODES UTILISBES POUR LES RBSULTATS PRBC~DENTS 
Notons que, si wz 2 1, on a necessairement A, # (1) (-A; # (1) par 
I’inegalite de Scholz: dim A: <dim A; [22]) puisque Gal (F($)/F) est 
alors un quotient de A(3). On recense done les valeurs de d pour lesquelles 
A; # (1) regroupees ici, suivant leur signe et leur classe de congruences 
modulo3 (par exemple D:=(d~D;d>O,drl (3) et A; Z(l))): 
0: = (43,58,67,79,82,85, 103, 106, 109, 139, 142, 151, 181, 199) 
0; =29,62, 74, 77,83, 113, 122, 131, 137, 173, 179, 1821 
D, = (-23, -26, -29, -38, -53, -59, -83, -89, -107, 
-110, -170, -182) 
D,={-31, -61, -106, -109, -118, -139, -157, -199). 
L’tvaluation de wr resulte alors, pour dE 0: , des congruences modulo 34 
suivantes: fi = 23, fi = 56, J67 = 38, fi = 59, J82 = 80, & = 2, 
J%&47, $%5, ,/i&26, m-56, &&41, m-50, 
q?%71, $%62. 
Pour de DC, on a ax E ULy+ ‘) et pour d dans D, ou D;, on determine 
wz en appliquant le lemme 111.4. Ceci nous donne la liste L, . 
Enlin, pour verifier si un Clement d de L: tombe dans le cas (bl) ou (b2) 
du $111.(A), on peut exploiter la table 1 de [ 131, qui indique y et sa classe 
de congruence modulo ji2 (on rectiliera le y indiqut pour d = 67; il vaut 
8 + o et non pas 80, oti w = J67 dans leurs notations). 
Le reste des rtsultats constitue une application directe des arguments 
developpts dans les $1, II et III. 
Notons cependant que pour dr 1 (4), l’unite fondamentale de Q(d”2) 
n’est pas necessairement l’unitt indiquee dans la table de Legendre. 
On peut developper d”’ en fractions continues (par exemple a l’aide 
d’une calculette programmable) pour trouver un eventuel a + bd”’ de 
norme i. 4. S’il existe, I’unite fondamentale est $(a + bd ‘I*); sinon, c’est celle 
de Legendre. Notons aussi que pour 166 < d < 200( a ( - 3dj > SOO), les 
tables de [23] ne donnent plus le nombre de classes de Q(m). Si I’on 
ne dispose pas de tables plus importantes, ce nombre, ou seulement sa 
3-partie, se determine par exemple, par des calculs de normes (toute classe 
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d’idkaux contient un idkal de norme 6 (2 1 Disc1 ‘P . TC ~ ’ ) oh Disc dksigne 
le discriminant de Q!(&%)/Q). 
d>O 
29 
43” 
58” 
62 
67’ 
74 
77 
79” 
82’ 
83 
85’ 
103% 
106’ 
L, : Liste des entiers d pour lesquels WI # 0 
E 
4(5+&g 
(3482 + 531 j,) 
(99 + 13 J5i) 
(63 + 8 6) 
(48842 + 5967 ,fi) 
(43+5&Q 
:(9+fi) 
(80 + 9 &) 
(9+$) 
(82+9&) 
1(9 + &5, 
(227528 + 22419 $%) 
(4005 + 389 J106) 
d<O E m d E 
m d E 
2 109” i(261 fl) + 25 
1 113 (776 + 73 fl) 
1 122 (11 +JiF2) 
1 131 (10610 + 927 @i) 
2 137 (1744+ 149.JG) 
2 139’ (77563250 + 6578829 fl) 
I 151’ (( 1728148040 + 140634693 fl) 
1 173 f(13+JI@ 
1 179 (4190210 + 313191 m) 
1 181” &1305+97J181) 
1 182 (27+2$??) 
1 199^ (16266196520 + 1153080099 fl) 
1 
111 
1 
1 
4 
1 
2 
1 
1 
1 
1 
1 
2 
1 
M 
-31 f(29+3&) 1 -118 (258065 + 13716 @) 3 
-61 (487+36J183) 2 -139 (85322647 + 4178268 $f) 2 
~ 106 (107+6fl) 1 -157 (7838695 + 361188 fl) 2 
-109 (217+ 12,,h?) 1 -199 f(9749 + 399 J597) 1 
L,: Liste des entiers dz 1 (3) 
734 61 85” 109” 139’ 163 193 -2 -26 -53 -77 -107 -134 -158 -182 
10 37 67” 91 115 142 166 199” -5 -29 -59 -83 -110 -137 -161 -185 
13 43’ 70 94 118 145 178 -11 -35 d2 -86 -113 -143 -167 -191 
19 46 73 97 127 151’ 181” -14 -38 45 -89 -119 -146 -170 -194 
22 55 79” 103” 130 154 187 -17 -41 -71 -95 -122 -149 -173 -197 
31 58” 82” 106” 133 157 190 -23 47 -74 -101 -131 -155 -179 
L, : Autres valeurs de d 
2 26 59 101 146 170 -1 -34 47 -91 -130 -163 -193 
5 35 65 107 149 185 -7 -37 -70 -94 -133 -166 
11 38 71 110 155 191 -10 43 -73 -97 -142 -178 
14 41 86 119 158 194 -13 46 -79 -103 -145 -181 
17 47 89 134 161 197 -19 -55 -82 -115 -151 -187 
23 53 95 143 167 -22 -58 -85 -127 -154 -190 
[Les entiers d de L, n L, sont indiquks par un astirisque ( )” ] 
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